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1. 复习：⽀撑向量机  

⽬标：找到"最佳"分类⾯，分割平⾯。

意义：新样本可以进⾏预测。



1.1. 数学描述  

样本：  。

其中  。

参数化模型  。

1.2. 问题转化  

从⼆维点到线的距离得到启发，定义集合间隔  ，得到优化问题。

难求解的  好求解的有约束的⼆次规划问题。

1.3. 问题求解  

凸优化问题（拉格朗⽇乘⼦）

利⽤  条件  。

利⽤   条件求解此问题  。

1.4. 问题拓展  

线性不可分：特征映射。

计算复杂度⾼，通过核⽅法求解，核⽅法也可以降低复杂度。

课程考核⽅法  

1.抄笔记  (群⾥要求)

2.加⼊  群  

3.上课奖励分 

4.⼤作业  ：

给定两个数据集(下周⼆，  )，监督学习的问题。⽉ ⽇

上交程序，和两⻚以内的报告(  )。

标题
作者，联系⽅式，单位
摘要(  字以内)
简介(⽂献引⽤)
结果(公式，表格，图⽚)
结论
参考⽂献

⼀定不能抄袭！！！认真试了都⾏。



时间节点：  。⽉ ⽇，

可以加⼀些对课程的建议。

2. ⽆监督学习简介  

常⻅的⼀般有两种，数据的⽆监督聚类的分类算法，以及数据的⽆监督降维算法。

 (  均值聚类算法)，  均值漂移聚类算法，  主成分分析(降维)，流形学习(降维)之 
 。

2.1. 概述  

定义：在监督学习和强化学习中，典型的任务是分类和回归，且需要使⽤到⼈⼯预先准备好的范例。但是⽆监督学习
中，不需要⼈⼒来输⼊标签，或者说，⽤于训练的数据本身是没有标签的。

意义：

根据⻝物的本身属性去分辨事物。⽆监督学习过程中，训练样本的标记信息是未知的，⽆监督学习可以通过对⽆
标记训练样本的学习来解释数据的内在性质和规律，为进⼀步的数据分析提供基础。
与监督学习的⽅法结合，作半监督学习。
⽤于神经⽹络的隐藏层的感知函数定义。

3. 聚类  

物以类聚，⼈以群分。

⽅法：怎么去聚类？

定义距离的度量⽅式：⼀维平⾯上：  ，⼆维可⽤欧⽒距离。

3.1.  算法  

很典型的基于距离的聚类算法，采⽤距离作为相似性的评价指标，即认为两个对象的距离越近，其相似度就越⼤。该
算法认为簇是由距离靠近的对象组成的，因此把得到紧凑且独⽴的簇作为最终⽬标。

假定输⼊样本为  ，则算法步骤为：

1、选择初始的  个类别中⼼  。

2、对于每个样本  ，将其标记为距离类别中⼼最近的类别，即：

3、将每个类别中⼼更新为⾪属该类别的所有样本的均值：

4、重复最后两布，直到类别中⼼的变化⼩于某阈值。



5、终⽌条件：迭代次数 / 簇中⼼变化率 / 最⼩平⽅误差  。

⽬标函数及其求解：

记  个簇中⼼为  ，每个簇的样本数⽬为  。

使⽤平⽅误差作为⽬标函数：

 是给定的中⼼点  附近样本点的个数。

对关于  的函数求偏导，其驻点为：

3.2.  算法  

 均值漂移算法是⼀个典型的⽆监督学习算法。和  根据距离度量来标记样本所属的最
近类型，并通过迭代反复更新多个类别中⼼的思想不同；  算法是计算区域内的漂移向量，通过漂移向量更新点和
对应区域的位置，最后再计算新的区域⾥的漂移向量，循环往复，直到找到概率密度函数的极⼤值点。所以  算法
常应⽤于数据聚类，图像分割，⽬标跟踪，以及概率密度函数估计。

3.2.1. 均值漂移向量  

 算法是Lesson 3.5 参数估计(MLE, MAP, Bayes, KNN, Parzen, GMM, EM算法)的核密度估计和我们接下来要介绍
的梯度上升法结合的算法。寻找概密函数的极⼤值点即为寻找核密度函数的极⼤值点，求函数的极⼤值可以采⽤梯度
上升的⽅法来优化。

根据Lesson 3.5 参数估计(MLE, MAP, Bayes, KNN, Parzen, GMM, EM算法)的内容，给定核函数  ，在任⼀点  
处的概率密度函数的估计值根据所有的样本点计算：

 是核函数的窗⼝半径，是⼈⼯设定的正参数。核函数要保证函数值  随着待估计点  离样本点  的距离
增加⽽递减。核函数的剖⾯函数(核密度函数)可以写为：

计算它的梯度值，由于：

带回核密度函数，得到：



如果定义  ，将  替换为  ，可以得到：

即：

这也就是均值漂移算法的核⼼迭代公式。  是⼀个正数，因为剖⾯函数  是⼀个减函数，因此 

 。

对于上式，如果使⽤核函数  的剖⾯函数  ，那么，第⼀项就等于  ：

第⼆项就相当于⼀个  均值漂移向量：

这是使⽤了核函数  进⾏加权之后的  和  之间的插值。上述式⼦就可以表示为：

利⽤梯度上升法优化，核⼼的迭代公式为：

 是步⻓系数，可表示为  ，因为  本身也是个常数。  即为第  次迭代时的均指向量  。



3.2.2. 算法流程  

a. 选择空间中  为圆⼼，以  为半径为半径，做⼀个⾼维球，采样落在所有球内的所有点  。

b. 根据上⾯的式⼦计算  。 

如果  (⼈⼯设定)，退出程序。

如果  , 则利⽤迭代公式计算  ，返回 a。

最后讨论⼀下  算法的收敛问题，  变形得到：

这个式⼦表明，在  点处，⽤核函数  计算出的均值漂移向量正⽐于⽤  计算出的核密度函数梯度归⼀化后的值。
因为概率密度函数的梯度值指向的是概率密度函数增加最快的⽅向，⽽均值向量⼜和这个梯度正⽐例相关，所以  
算法能保证每次迭代指向的也都是概率密度函数增加最快的⽅向。

4. 降维分析  

降维简单解释：⽤少量的特征代替整体的特征。

概念化定义：采⽤某种映射⽅法，将原⾼维空间中的数据点映射到低维度空间中。降维的本质是学习⼀个映射函数   
 ，其中  是原始数据点的表达，⽬前最多使⽤向量表达形式。  是数据点映射后的低维向量表达，通常  

的维度⼩于  的维度(当然提⾼维度也是可以的，混合特征)。  可能是显式的或隐式的，线性的或⾮线性的。

⽅法：  ...

这其中，  线性判别分析的降维⽅法是有监督学习，在Lesson 5 监督学习之分类(Perceptron, Fisher, Logistic, 
Softmax, Bayes)有详细讲到，这⾥不重复说明。

4.1.  主成分分析  

对于⼆维数据，数据点沿着  轴⽅向的投影即可视为其降维后的数据。

 是线性降维⽅法，⽬标是通过某种线性投影，将⾼维数据映射到低维的空间中表示。

⽽我们希望找到⼀个最佳的投影⽅向，期望在所投影的维度上⽅差最⼤。即以此使⽤较少的数据维度，同时保住较多
的原数据点的特性。

数学定义：⼀个正交化线性变换，把数据变换到⼀个新的坐标系统中，使得这⼀个数据的投影的第⼀⼤⽅差在第⼀个
坐标(称为第⼀主成分)上，第⼆⼤⽅差在第⼆个坐标(第⼆⼤主成分)上，以此类推。

假设有样本：

⽬标

使得降维后在该维度上的⽅差最⼤。

定义：  。

投影：



是要降的维数

即希望找到  ，使得  。

不失⼀般性，假设  。

假设  零经验均值，则数据集  的第⼀主成分  可以定义为如下形式：

 为投影完之后数据的⽅差。

求解的优化问题等价为：

根据Lesson 5 监督学习之分类(Perceptron, Fisher, Logistic, Softmax, Bayes)瑞利商的定理推导，当  满⾜：

时

取最⼤值，即瑞利商：

求解  的特征值和特征向量可以⽤下⾯ 4.3 讲到的  奇异值分解。

为了得到第  个主成分⾸先需要从数据集  中减去前  个主成分，可以定义为如下形式：

从⽽可求得，则数据集  第  个主成分  可以定义为如下形式：

 核⼼就是选择合适的投影⽅向，将数据从⾼维降到低维。降维后可以⽤  或者  等算法把两
类值分开。



 的优点：

可消除特征之间的相关影响。
可减少指标选择的⼯作量。
可进⾏将未处理降低数据维度。
完全⽆参数限制。

 缺点：

⽆法通过参数化等⽅法对处理过程进⾏⼲预。
在⾮⾼斯分布的情况下，选取的结果不⼀定是最优的。

拓展：

可以将之前的  中⽤到的核函数运⽤到  中，形成核  ⽅法，对于数据进⾏⾮线性降维。

如果期望不以⽅差作为数据信息的衡量因素，⽽希望分析出数据的主要影响因⼦亦或是分析出数据的独⽴成分则可⽤ 
 (因⼦分析)，  (独⽴成分分析)等⽅法。

4.2.  特征值分解  

⽅阵  的特征值：  。

如果矩阵  有  个线性⽆关的向量，矩阵  可逆，其相似对⻆化：

⽅阵  的特征值分解 

 的列为矩阵  的特征向量组成的矩阵，  为⼀个对⻆矩阵，对⻆线上的元素为对应特征向量的特征值。

⼀个  阶矩阵可以进⾏特征值分解的充要条件是它有  个线性⽆关的特征向量。通常这些特征向量  都是单位化
的。

可⽤于求逆，  。  的逆矩阵很好计算，为主对⻆线元素的倒数

可⽤于计算多项式，设  。

特别的，有  。

如果  是实对称矩阵，则正交化(  )后，  。

4.3.  奇异值分解(⽤于求解  中  的特征值)  

奇异值分解可以⽤于  问题的求解：

根据Lesson 5 监督学习之分类(Perceptron, Fisher, Logistic, Softmax, Bayes)瑞利商的推导，该最⼤化问题可转换为
求  的最⼤的⼴义特征值和对应的⼴义特征向量，最⼤特征值就是最优解  。⽽求解该问题，需要让  作
奇异值分解。



4.2. 介绍的特征值分解有很多局限，⽐如说变幻的矩阵必须是⽅阵。

奇异值分解是⼀个能使⽤于任意矩阵的⼀种分解的⽅法。其思路是，对  和  进⾏特征值分解(这两个矩阵有
相同的⾮  特征值)，  是⼀个⽅阵，可分解为  。

奇异值分解原理：

设 ，其中  ，则有：

 为  阶正交矩阵，其列为矩阵  的左奇异向量，也是  的特征向量。

 为  阶正交矩阵，其⾏为矩阵  的右奇异向量，也是  的特征向量。

 为如下形式的  阶矩阵。

其中  为  的奇异值，是  特征值的⾮负平⽅根，也是  特征值的⾮负平⽅根：  。式中，  
是  和  的特征值，即  的奇异值  的特征值。

对于  ，前式左乘  ，右乘  ，由于  均为正交矩阵，则有

此即为矩阵的奇异值分解的表达式。

此即为 的特征值分解
此即为 的特征值分解

如果  是对称矩阵( )，则  和  的特征值分解相同，这意味着  相同，  的奇异

值为其特征值的绝对值  。

最终得到了  矩阵，通过  矩阵，就能得到对应的  的特征值和对应的特征向量，也就能得到  的投影结
果。

例⼦：假设  对应的训练数据为  。求解第⼀主成分的⽬标函数可表示为：

 ，需要求解  的最优值作为数据降维( )的特征矩阵。



解：根据⼴义瑞利商，当  时，上式取最⼤值，此时  取最优解。⼜因为  不是⼀个⽅
阵，⽆法做特征值分解，因此该优化问题可以转为求解  的特征值和对应的特征向量，即  的奇异值分解问题。 

对  做特征值分解，  的特征值为  ，  的特征值为  。因此  的⾮零奇异值为 
 。

计算  的特征向量并单位化，可以得到：

做奇异值分解，可以得到：

则  ，代回  求解该⽅程，即可得到最终需要求解的  。

5. 降维分析-流形学习( )  

流形学习的思想：

流形是集合中的⼀个概念，它是⾼维空间中的低维⼏何结构，例如三维空间的球⾯就是⼀个⼆维流形，给定半径之
后，其⽅程可以⽤两个参数(经纬度)来⽐表示。可以简单将流形理解成曲线、曲⾯在⾼维空间的推⼴。

假设数据是均匀采样于⼀个⾼维欧⽒空间中的低维流形。流形学习就是从⾼维采样数据中恢复低维流形结构，并求出
相应的嵌⼊映射，以实现维数约简或者数据可视化，它是从观测到的现象中去寻找事物的本质或者内在规律。

对于降维，流型学习要保证降维之后，数据同样满⾜与⾼维空间中流形有关的⼏何约束关系。

与  不同，它在⾼维空间中要发现低维结构。常⻅的有局部线性嵌⼊，随机近邻嵌⼊和谱嵌⼊等算法。

5.1.  (局部线性嵌⼊， )  

 ⽆法实现三维  形状或者滚筒分布的数据。

⽽  (局部线性嵌⼊)对于⼀个流形数据学习的结果能得到更好的结果。

局部线性嵌⼊是⼀种⾮线性降维算法，它能够使降维后的数据较好地保持原有的流型结构，是⼀种最经典的流型学习
算法。它的核⼼思想是，每⼀个⾼维数据点都可以由近邻点的线性加权组合构造得到，降维后低维空间需要保持同样
的线性加权关系。



 但是有些情况下它也并不适⽤。如果数据分布在整个封闭的球⾯上，  则不能将它映射到⼆维空间，且不能
保持原有的数据流型。那么我们在处理数据中，⾸先假设数据不是分布在闭合的球⾯或者椭球⾯上。

思想：⾸先假设数据在较⼩的局部是线性的(局部线性性)，也就是说，某⼀个数据可以由它邻域中的⼏个样本来线性表
示。

⽬标：降维后上述等式依然近似成⽴。

其中  为对应  降维后的数据点。

1. ⾸先要确定邻域⼤⼩的选择。假设这个值为  。我们可以通过和  ⼀样的思想通过距离度量⽐如说欧⽒距
离来选择某样本的  个最近邻。

2. 确定⾼维空间中的局部线性权重。

:

3. 矩阵化  

其中，  。

4. 矩阵化  

⽽约束  可化为：

5. 拉格朗⽇乘数法求解  ：



令  。

对  求  的导数并令其为  ：

总结：即输⼊  。最⼩化  得到结果权重 
 。(求解⽅式：化成矩阵形式

和拉格朗⽇乘⼦法来求解这个最优化问题)

6. 数据映射到低维空间，求解函数：

其中低维空间向量  。即  ，  都可以写成邻居的线性组合。

7. ⽬标损失函数矩阵化：

其中， ，从⽽ 。
⾮ 临近的
临近的

对于⾮  临近的  ，令其对应  。

令  为每个样本点的连接矩阵。(  )

8. 同之前的步骤⼀样，再次利⽤拉格朗⽇乘数法：

对  求  的导数并令其为  ：

 其实是  的特征向量构成的矩阵，为了将数据降到  维，我们只需要取  的最⼩的  个⾮零特征值对应的
特征向量，⽽⼀般第⼀个最⼩的特征值接近  (由于  的最⼩特征值为  不能反映数据特征，此时对应的特征向
量为全  ，谱嵌⼊算法中也有类似的分析)，我们将其舍弃，取前  个特征值对应的特征向量。

不同假设下，求不同的优化问题，得到类似的优化过程。

即先找到关系的线性系数矩阵，且保留线性矩阵的线性关系，根据  ，分解  最后降维得到  。

思路总结：  算法认为每⼀个数据点都可以由近邻点的线性加权组合构造得到。算法的主要步骤如下：

1. 寻找每个样本点的  个近邻点。
2. 由每个样本点的近邻点计算出该样本点的局部重建权值矩阵。



3. 由该样本点的局部重建权值矩阵和其近邻点计算出该样本点的输出值。

5.2.  (随机近邻嵌⼊， )  

随机近邻嵌⼊主要是基于Lesson 7 信息论与决策树中的  散度来衡量两个概率分布之间的差异。它将向量组 
 变换降维到低维空间  。要求变换之后的向量组保持原始向量组在⾼维空间中的某些

⼏何结构信息。

 主要基于如下思想：⾼维空间中距离很近的点投影到低维空间之后也要保持这种近邻关系，这种关系可通过概
率体现。假设⾼维空间中  以  的概率成为  的邻居，可将样本之间的欧⽒距离转为概率值，借助于正态分布，
概率的计算公式可以写为：

 表示以  为中⼼的正态分布的标准差，这个概率计算公式类⽐于  回归。除以分⺟是归⼀化为概率。由
于不关⼼⼀个点与⾃身的相似度，  。投影到低维后也要保持这个关系，假设  的低维映射  的近邻
概率记为  ，标准差设为  ，即：

上⾯的定义是点  和它⼀个邻居以及低维映射的  和⼀个邻居的关系。如果考虑所有点，这些概率值构成了⼀个离
散分布  ，即所有样本点成为  邻居的概率，这也是⼀个多项分布。低维空间对应的是  。降维的⽬标是让这两个
概率分布尽可能接近，因此需要很亮两个概率分布之间的差距，可以通过  散度衡量，即⽬标为最⼩化如下函数：

把上⾯两个概率计算公式带⼊  散度，既可以得到关于  的函数。求解上式的极⼩值，即可以得到  降维后的结
果  。

5.3.  (谱嵌⼊，拉普拉斯特征映射 )  

这部分涉及⼀点点图论的内容，下⾯⽂字中的"图"都是特指  ，不是图像的意思。

5.3.1. 归⼀化拉普拉斯矩阵  

图  的邻接矩阵 ：假设图有  个结点，则  的每个元素  表示边  的权重。如果两点没有边连接，则 
 对应的元素为  。⽆向图的邻接矩阵都是对称矩阵。

图  的加权度矩阵  ：它是⼀个对⻆矩阵，其主对⻆线上的元素为每个顶点的加权度，即  。如

果图中存在孤⽴结点，则加权度矩阵为奇异矩阵(⾮满秩)。

图  的拉普拉斯矩阵  ：定义为加权度矩阵和邻接矩阵之差。



拉普拉斯矩阵  的性质：

对任意向量  有：

 是对称半正定矩阵。

 的最⼩特征值为  ，其对应的特征向量为常向量  ，所有分量为  。

 有  个⾮负实数特征值，并且满⾜：

 不依赖于邻接矩阵  的主对⻆线元素。除主对⻆线元素之外，其他位置的元素都相等的各种不同的矩阵  都有相
同的拉普拉斯矩阵。因此，图中的⾃环不影响其  矩阵。

重要结论：假设  是⼀个有⾮负权重的⽆向图，其  的特征值  的重数  等于图的连通分量的个数(参考数据结构定
义：连通图表示图中的任何两点都存在路径，图的连通分量就是图的极⼤连通⼦图)。假设图的连通分量为 

 ，则特征值  的特征空间由这些连通分量对应的向量  组成。

图  的归⼀化拉普拉斯矩阵：有两种形式的归⼀化。

第⼀种为对称归⼀化：

 是  的所有元素的正平⽅根得到的，  是其逆矩阵，也就是  对⻆线元素的倒数(对⻆矩阵相关结论)。

第⼆种为随机漫步归⼀化：

 的性质：

对任意向量  有：

当前仅当  是  的特征值，并且特征向量为  时，  是  的特征值，  是对应的特征向量。

当前仅当  是  这⼀⼴义特征值问题的解时，  是  的特征值，  是对应的特征向量。

 是  的特征值，对应的特征向量为常向量  。  是  的特征值，对应的特征向量为  。

 都是半正定矩阵，有  个⾮负实数特征值，并且满⾜：



与拉普拉斯矩阵  类似的重要结论：假设  是⼀个有⾮负权重的⽆向图，其归⼀化拉普拉斯矩阵  的特征
值  的重数  等于图的连通分量的个数。假设图的连通分量为  ，对于矩阵  ，特征值  的特征空间
由这些连通分量对应的向量  组成；对于矩阵  ，特征值  的特征空间由这些连通分量对应的向量 

 组成。

5.3.2. 流形降维 - 拉普拉斯映射  

 利⽤了图论的思想，主要思想是，为样本点构造带权重的图，然后计算图的拉普拉斯矩阵，
对该矩阵进⾏特征值分解，得到投影的结果。这个结果对应于将样本点投影到低维空间，且保持了其在⾼维空间中的
相对距离信息。

假设训练集为不带标签的样本点  ，降维的⽬标是映射到  ，其中  。假设 
 ，  为⼀个嵌⼊  空间⾥的流形。

对于这组数据点，⾸先需要根据欧⽒距离度量或者近邻算法，构造了带权重的图(样本集的相似度图)，并计算三个图矩
阵 。假设图是连通的，不连通也可以将算法分别作⽤到各连通分量上。⽬标是将这组向量映射到⼀维直线
上，且保证在⾼维空间中相邻的点，映射之后也要距离尽可能近。因此，⽬标函数可定义为：

这个损失函数意味着，如果⾼维空间中  很近，  就会很⼤，那么  也就必须尽可能近，否则损失值会很
⼤。如果⾼维空间中  很远，  就会很⼩，那么  很远，也不会导致很⼤的损失。

根据拉普拉斯矩阵中的性质，  ，可以得到：

同时我们可以添加⼀个约束条件  消除  的缩放冗余，因为  本质上是⼀种降维投影的结果。  提供
了⼀个对图顶点的衡量，  过⼤，则其对应的第  个顶点提供的信息越多，这也符合我们的直观认识，即⼀个顶点的
所有边的总权重越⼤，其在图中的作⽤(信息)也就越⼤。

因此上⾯的最优化问题可以转换为：

同样利⽤拉格朗⽇乘⼦函数求解：

对  求梯度并令其为  ，可以得到：  。同时左乘  可以得到：

整个求解过程和Lesson 5 监督学习之分类(Perceptron, Fisher, Logistic, Softmax, Bayes)的瑞利商其实是类似的。上
式也是随机漫步归⼀化拉普拉斯矩阵的特征值求解问题。由于要最⼩化  ，因为  对应的为常向量  ，投影后坐
标均为  ，⽆有⽤信息，因此最终的算法输出，是求除了  之外的⼀个最⼩的特征值对应的特征向量。



将算法从⼀维直线推⼴到⾼维，假设将向量投影到  维空间，降维结果是⼀个  的矩阵，即为 
 ，其第  ⾏为第  个样本点投影后的坐标。算法的⽬标函数为：

 表示矩阵的迹。这等价于下⾯的优化问题：

这个最优解与上⾯的解相同，是最⼩的  个⾮  特征值对应的特征向量，这些向量按照列构成了最终的投影矩阵  。

最后介绍整个  谱嵌⼊的降维算法流程：

1. 构造样本相似度的图。顶点为样本，边为每个顶点与它的邻居样本之间的相似度，相似度计算可⽤欧⽒距离或者
近邻法。

2. 计算图的邻接矩阵  ，加权矩阵  ，拉普拉斯矩阵  。

3. 特征映射。根据上⾯的拉普拉斯乘⼦算法推导，实际上是求解如下的⼴义特征值和特征向量问题：

4. 假设  是这个⼴义特征值问题的解，按照特征值的⼤⼩升序排列，根据前⾯的结论，  半正定
且特征值满⾜：

5. 去掉值为  的特征值  ，⽤剩下的  个特征值对应的特征向量按列构成降维结果  ，向量  的投影结果就是
这  个特征向量的第  个分量构成的向量：

这也对应着矩阵  的第  ⾏。
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